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Для всех уравнений из семейств линейных функционально-дифференциальных урав-
нений второго порядка, заданных поточечными ограничениями на коэффициенты, по-
лучены необходимые и достаточные условия разрешимости краевой задачи Дирихле и
периодической краевой задачи.

Задача Дирихле и периодическая задача — краевые задачи, наиболее часто встреча-
ющиеся в приложениях функционально-дифференциальных уравнений. В последние годы
условиям однозначной разрешимости этих задач посвящено множество работ, например,
[1–7]. В части работ условия существования решения краевых задач для функционально-
дифференциальных уравнений получены в случае, когда на функциональные отклонения
аргумента (запаздывание или опережение) не накладывается никаких ограничений, иногда
ограничения на отклонения аргумента являются ограничениями метода, а не постановки
задачи. Оказывается, для линейных функционально-дифференциальных уравнений суще-
ствуют достаточные условия существования решения, которые являются неулучшаемыми в
следующем смысле: если эти условия не выполнены, то найдется такое отклонение аргумен-
та, что краевая задача не имеет решения. Эти достаточные неулучшаемые условия могут
быть сформулированы в виде необходимых и достаточных условий того, что краевая за-
дача имеет решения для всех функционально-дифференциальных уравнений из заданного
семейства уравнений. Для некоторых семейств уравнений, определяемых интегральными
ограничениями на коэффициенты, такие необходимые и достаточные условия уже получе-
ны [3–7].

Здесь для семейств линейных функционально-дифференциальных уравнений второго
порядка, определяемых поточечными ограничениями, будут найдены необходимые и доста-
точные условия разрешимости периодической краевой задачи и задачи Дирихле. Проверка
этих условий заключается в решении задачи конечномерной оптимизации.

Мы рассматриваем задачу Дирихле
{
ẍ(t) = (Tx)(t) + f(t), t ∈ [0, 1],
x(0) = c0, x(1) = c1,

(1)

и периодическую краевую задачу
{
ẍ(t) = (Tx)(t) + f(t), t ∈ [0, 1],
x(0) = x(1), ẋ(0) = ẋ(1),

(2)

где T : C[0, 1] → L[0, 1] — линейный ограниченный оператор, f ∈ L[0, 1] , c0 , c1 ∈ R , реше-
ние x : [0, 1] → R задач (1) или (2) абсолютно непрерывно вместе со своей производной на
отрезке [0, 1] (здесь пространства вещественных непрерывных и суммируемых функций на
[0, 1] со стандартными нормами будем обозначать C[0, 1] и L[0, 1] соответственно). Опе-
ратор T : C[0, 1] → L[0, 1] называется положительным, если отображает неотрицательные
функции в почти всюду неотрицательные.
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Обозначим G(t, s) функцию Грина двухточечной задачи

{
ẍ(t) = f(t), t ∈ [0, 1],
x(0) = 0, x(1) = 0,

определенную равенством

G(t, s) =

{
(t− 1)s при 0 6 s 6 t 6 1,
(s− 1)t при 0 6 t < s 6 1.

Т е о р е м а 1. Пусть задана неотрицательная функция p ∈ L[0, 1] . Задача Дирихле
(1) является однозначно разрешимой при всех линейных положительных операторах T :
C[0, 1] → L[0, 1] , удовлетворяющих условию

(T1 )(t) = p, t ∈ [0, 1],

тогда и только тогда, когда

min
06t16t36t261

∣∣∣∣∣
1 −

∫ 1
t3
G(t1, s)p(s) ds 1 −

∫ 1
0 G(t1, s)p(s) ds

−
∫ 1
t3
G(t2, s)p(s) ds 1 −

∫ 1
0 G(t2, s)p(s) ds

∣∣∣∣∣ > 0.

Далее используем следующие обозначения: для любой функции z ∈ L[0, 1]

z+(t) ≡ (z(t) + |z(t)|)/2, z−(t) ≡ (|z(t)| − z(t))/2,

для t1 , t2 ∈ [a, b] и z ∈ L[0, 1]

gt1,t2(s) ≡ G(t2, s) −G(t1, s), s ∈ [0, 1],

gt1,t2,z(t) ≡ gt1,t2(t) −
∫ b

a
z(s)gt1,t2(s) ds, t ∈ [0, 1].

Т е о р е м а 2. Пусть заданы неотрицательные функции p , q ∈ L[0, 1] и

P ≡
∫ 1

0
(p(s) − q(s) ds 6= 0.

Периодическая задача (2) имеет единственное решение при всех таких линейных ограни-
ченных операторах T : C[0, 1] → L[0, 1] , что

T = T+ − T−, T+1 = p , T−1 = q,

и линейные операторы T+ , T− : C[0, 1] → L[0, 1] положительны, тогда и только тогда,
когда

max
06t16t261

∫ 1

0

(
p(t)g+

t1,t2,(p−q)/P (t) + q(t)g−t1,t2,(p−q)/P (t)
)
dt < 1.
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PROBLEM FOR SECOND ORDER FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL EQUATIONS

The Dirichlet boundary value problem and the periodic boundary value problem for for some classes
of linear second-order functional-differential equations are considered. Necessary and sufficient conditions
of a unique solvability of the boundary value problem for all equations from these classes are obtained.
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ON CONNECTION BETWEEN CONTINUOUS AND DISCONTINUOUS
HOMOGENIZED NEURAL FIELD EQUATIONS

c© E. Burlakov, A. Ponosov, J. Wyller

Key words: discontinuous Hammerstein equations; solvability; continuous dependence.
We study existence and continuous dependence of the solutions to the Hammerstein equation
under the transition from continuous nonlinearities in the Hammerstein operator to the
Heaviside nonlinearity in a vicinity of the solution, corresponding to the discontinuous
nonlinearity case.

We consider the following generalization of the homogenized Amari neural field equation (see
for example [1], [2])

∂tu(t, x, xf) = −u(t, x, xf) +

∫

Ξ

∫

Y

ω(x− y, xf − yf)fβ(u(t, y))dyfdy,

t > 0, x ∈ Ξ ⊆ Rm, xf ∈ Y ⊂ Rk,

(1)
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